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イントロダクション



設定
可積分 𝑈𝑞(𝔤)-加群 𝑀 のある性質の良い基底（結晶基底
[Kashiwara90][Kashiwara91]）を調べる

𝔤 = 𝔰𝔩𝑛
𝐴 型リー環

𝑈(𝔤)
包絡環

𝑈𝑞(𝔤)
量子群

𝑀 ∈ 𝒪int
𝑞 (𝔤)

可積分

(𝐿, 𝐵)
結晶基底

𝑞-量子化

𝑞→1

𝑞→0

特に 𝑀 が既約最高ウェイト加群 𝑉 (𝜆) の場合を扱う
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K-hive による実現

𝑉 (𝜆) の結晶基底 𝐵(𝜆) の，ヤング盤による実現
[Kashiwara-Nakashima94] とは独立な, K-hive の集合 ℍ(𝜆) による実現
を構成した [N-S22].

𝐵(𝜆)

𝑇 (𝜆) = 𝜆{ } 𝜆{ } = ℍ(𝜆)1-1

実現 実現
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K-hive によるテンソル積分解

𝑉 (𝜆) の結晶基底のテンソル積分解を K-hive の組合わせ論により与
えた [N-S, submitted]．

𝐵(𝜆) ⊗ 𝐵(𝜇) ≅ ⨆𝜈 𝐵(𝜈)

𝑇 (𝜆) ⊗ 𝑇 (𝜇) ≅ ⨆𝜈 𝑇 (𝜈) ℍ(𝜆) ⊗ ℍ(𝜇) ≅ ⨆𝜈 ℍ(𝜈)

ヤング盤による記述 K-hive による記述
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結果とその応用

結果
• K-hive 上の結晶構造を計算するアルゴリズムを与えた．
• K-hive によるテンソル積分解を計算するアルゴリズムを与えた．
• 上記のアルゴリズムを Python パッケージとして実装した．

応用
• 表現論上の問題に対する K-hive の組合せ論からの計算環境の提
供．

• 𝑉 (𝜆) ⊗ 𝑉 (𝜇) のテンソル積分解が K-hive の組合せ論として計算
可能．
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準備



準備
結晶



結晶

𝔤 = 𝔰𝔩𝑛(ℂ)，𝐼 = {1, 2, … , 𝑛 − 1}, 𝜖𝑖: ℝ𝑛 の標準基底, 𝛼𝑖 = 𝜖𝑖 − 𝜖𝑖+1: 単
純ルート，ℎ𝑖: 単純コールト，𝑃 : 整ウェイト格子, Λ𝑖 = 𝜖1 + ⋯ + 𝜖𝑖:
𝑖-th 基本ウェイトとする．
Definition [Hong-Kang02]
𝐵: 集合, wt ∶ 𝐵 → 𝑃 , 𝑒𝑖, 𝑓𝑖 ∶ 𝐵 ∪ {0} → 𝐵 ∪ {0} (𝑖 ∈ 𝐼),
𝜀𝑖, 𝜑𝑖 ∶ 𝐵 → ℤ ∪ {−∞} (𝑖 ∈ 𝐼). (𝐵, wt, 𝑒𝑖, 𝑓𝑖, 𝜀𝑖, 𝜑𝑖) が以下を満たすと
き、𝐴𝑛−1 型結晶とよぶ

1. 𝜑𝑖(𝑏) = 𝜀𝑖(𝑏) + ⟨ℎ𝑖, 𝑤𝑡(𝑏)⟩,
2. 𝑤𝑡(𝑒𝑖𝑏) = 𝑤𝑡(𝑏) + 𝛼𝑖, 𝜀𝑖(𝑒𝑖𝑏) = 𝜀𝑖(𝑏) − 1, 𝜑𝑖(𝑒𝑖𝑏) = 𝜑𝑖(𝑏) + 1,
3. 𝑤𝑡(𝑓𝑖𝑏) = 𝑤𝑡(𝑏) − 𝛼𝑖, 𝜀𝑖(𝑓𝑖𝑏) = 𝜀𝑖(𝑏) + 1, 𝜑𝑖(𝑓𝑖𝑏) = 𝜑𝑖(𝑏) − 1,
4. 𝑓𝑖𝑏 = 𝑏′ ⟺ 𝑏 = 𝑒𝑖𝑏′,
5. 𝜑𝑖(𝑏) = −∞ ⇒ 𝑒𝑖𝑏 = 𝑓𝑖𝑏 = 0.
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結晶のテンソル積

Definition [Hong-Kang02]
𝐵1, 𝐵2: 結晶．𝐵1 ⊗ 𝐵2 を集合 𝐵1 × 𝐵2 と次の結晶構造によって定義
する．

1. wt(𝑏1 ⊗ 𝑏2) = wt(𝑏1) + wt(𝑏2),
2. 𝜀𝑖(𝑏1 ⊗ 𝑏2) = max(𝜀𝑖(𝑏1), 𝜀𝑖(𝑏2) − wt(𝑏1)(ℎ𝑖)),
3. 𝜑(𝑏1 ⊗ 𝑏2) = max(𝜑(𝑏2), 𝜑(𝑏1) + wt(𝑏2)(ℎ𝑖)),

4. 𝑒𝑖(𝑏1 ⊗ 𝑏2) = {𝑒𝑖𝑏1 ⊗ 𝑏2 𝜑𝑖(𝑏1) ≥ 𝜀𝑖(𝑏2),
𝑏1 ⊗ 𝑒𝑖𝑏2 𝜑𝑖(𝑏1) < 𝜀𝑖(𝑏2),

5. 𝑓𝑖(𝑏1 ⊗ 𝑏2) = {𝑓𝑖𝑏1 ⊗ 𝑏2 𝜑𝑖(𝑏1) > 𝜀𝑖(𝑏2),
𝑏1 ⊗ 𝑓𝑖𝑏2 𝜑𝑖(𝑏1) ≤ 𝜀𝑖(𝑏2).
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準備
K-hives



Integer Hive Graph（定義）

Definition [Terada-King-Azenhas18]
𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℤ𝑛. (𝑈𝑖𝑗)1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ∈ ℤ𝑛(𝑛−1)/2. 𝐺 = (𝛼, 𝛽, 𝛾, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) が

𝛽𝑖 = (𝛾𝑖 +
𝑖−1
∑
𝑘=1

𝑈𝑘𝑖) − (𝛼𝑖 −
𝑛

∑
𝑘=𝑖+1

𝑈𝑖𝑘)

を満たすとき、𝐺 をサイズ 𝑛 のinteger hive graphとよぶ.
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Integer Hive Graph（例）

Example
𝛼 = (3, 2, 1, 0), 𝛽 = (2, 3, 1, 0), 𝛾 = (0, 0, 0, 0),
(𝑈12, 𝑈13, 𝑈14, 𝑈23, 𝑈24, 𝑈34) = (1, 0, 0, 0, 0, 0).

𝛾1

𝛾2

𝛾3

𝛾4 𝛼1

𝛼2

𝛼3

𝛼4

𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽4

𝑈12

𝑈13

𝑈14

𝑈23

𝑈24

𝑈34
0

0
0

0 3
2

1
0

2 3 1 0

1
0

0

0
0

0

𝛽1 = 𝛾1 − (𝛼1 −
4

∑
𝑘=2

𝑈1𝑘)
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K-hive（定義）
Definition [King-Tollu-Toumazet06]
𝑚, 𝑛 ∈ ℤ≥0. サイズ 𝑛 の integer hive graph 𝐻 = (𝜆, 𝜇, 𝜈, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) が次
を満たすとき，𝐻 をK-hiveとよぶ．

1. (𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛 ≥ 0), ∑𝑘 𝜆𝑘 = 𝑚,
2. (𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇𝑛), ∑𝑘 𝜇𝑘 = 𝑚,
3. 𝜈 = (0, 0, … , 0),
4. 𝑈𝑖𝑗 ≥ 0,

5. 𝐿𝑖𝑗 = ∑𝑗−1
𝑘=1 𝑈𝑖𝑘 − ∑𝑗

𝑘=1 𝑈𝑖+1,𝑘 ≥ 0,

6. 𝜇𝑖 − ∑𝑖−1
𝑘=1 𝑈𝑘𝑖 ≥ 0.

また 𝑈𝑖𝑖 = 𝜇𝑖 − ∑𝑖−1
𝑘=1 𝑈𝑘𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) とする．

ℋ(𝜆, 𝜇, 0) ≔ {𝐻 = (𝜆, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) ∣ 𝐻 は K-hive},
ℍ(𝜆) ≔ ⨆

𝜇
ℋ(𝜆, 𝜇, 0).
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アルゴリズムと実装



アルゴリズムと実装
K-hive 上の結晶構造



ℍ(𝜆) 上の結晶構造（概要）

𝜆 𝜆

Λ𝑘1⊗ ⋯ ⊗ Λ𝑘𝑁
Λ𝑘1⊗ ⋯ ⊗ Λ𝑘𝑁

𝑓𝑖

Ψ

𝑓𝑖
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Simple case: ℍ(Λ𝑘) 上の結晶構造（定義）

Proposition [N-S22]

𝜈 ∈ 𝐼 . wt ∶ ℍ(Λ𝜈) → 𝑃 , 𝑒𝑖, 𝑓𝑖 ∶ ℍ(Λ𝜈) → ℍ(Λ𝜈) ∪ {0},
𝜀𝑖, 𝜑𝑖 ∶ ℍ(Λ𝜈) → ℤ≥0 (𝑖 ∈ 𝐼) を次の方法でする. このとき，ℍ(Λ𝕜) は
𝐴𝑛−1 型結晶となる．𝐻 = (Λ𝜈, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) ∈ ℍ(Λ𝜈) とする.

• wt(𝐻) ≔ ∑𝑛−1
𝑘=1 (𝜇𝑘 − 𝜇𝑘+1)Λ𝑘 ∈ 𝑃 ,

• 𝜀𝑖(𝐻) ≔ max(𝜇𝑖+1 − 𝜇𝑖, 0),
• 𝜑𝑖(𝐻) ≔ max(𝜇𝑖 − 𝜇𝑖+1, 0),
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Simple case: ℍ(Λ𝑘) 上の結晶構造（定義）

• 𝜇′ ≔ ∑𝑛
𝑘=1 𝜇′

𝑘𝜖𝑘 ∈ 𝑃．ここで 𝜇′
𝑖 = 𝜇𝑖 + 1, 𝜇′

𝑖+1 = 𝜇𝑖+1 − 1,
𝜇′

𝑘 = 𝜇𝑘 (𝑘 ≠ 𝑖, 𝑖 + 1) とする.
𝐾0 ≔ {𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑖 + 1} ∣ 𝑈𝑘,𝑖+1 > 0},

𝑈 ′
𝑘𝑙 ≔

⎧{{
⎨{{⎩

𝑈𝑘,𝑙 + 1 if 𝑘 ∈ 𝐾0, 𝑙 = 𝑖,
𝑈𝑘,𝑙 − 1 if 𝑘 ∈ 𝐾0, 𝑙 = 𝑖 + 1,
𝑈𝑘,𝑙 otherwise.

このとき，𝑖 ∈ 𝐼 に対し，𝑒𝑖 ∶ ℍ(Λ𝜈) → ℍ(Λ𝜈) ∪ {0} を次のように
定める．

𝑒𝑖𝐻 = {(Λ𝜈, 𝜇′, 0, (𝑈 ′
𝑘𝑙)𝑘<𝑙) 𝜀𝑖(𝐻) > 0,

0 𝜀𝑖(𝐻) = 0,
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Simple case: ℍ(Λ𝑘) 上の結晶構造（定義）

• 𝜇′ ≔ ∑𝑛
𝑘=1 𝜇′

𝑘𝜖𝑘 ∈ 𝑃 , ここで 𝜇′
𝑖 = 𝜇𝑖 − 1, 𝜇′

𝑖+1 = 𝜇𝑖+1 + 1,
𝜇′

𝑘 = 𝜇𝑘 (𝑘 ≠ 𝑖, 𝑖 + 1). 𝐾0 ≔ {𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑖} ∣ 𝑈𝑘,𝑖 > 0}

𝑈 ′
𝑘𝑙 ≔

⎧{{
⎨{{⎩

𝑈𝑘,𝑙 − 1 if 𝑘 ∈ 𝐾0, 𝑙 = 𝑖,
𝑈𝑘,𝑙 + 1 if 𝑘 ∈ 𝐾0, 𝑙 = 𝑖 + 1,
𝑈𝑘,𝑙 otherwise.

このとき，𝑖 ∈ 𝐼 に対し，𝑓𝑖 ∶ ℍ(Λ𝜈) → ℍ(Λ𝜈) ∪ {0}(𝑖 ∈ 𝐼) は次の
ように定義される．

𝑓𝑖𝐻 = {(Λ𝜈, 𝜇′, 0, (𝑈 ′
𝑘𝑙)𝑘<𝑙) 𝜑𝑖(𝐻) > 0,

0 𝜑𝑖(𝐻) = 0.
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Simple case: ℍ(Λ𝑘) 上の結晶構造（例）
Example (𝔰𝔩4, ℍ(Λ3))

𝛾1

𝛾2

𝛾3

𝛾4 𝛼1
𝛼2

𝛼3
𝛼4

𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽4

𝑈12

𝑈13

𝑈14

𝑈23

𝑈24
𝑈34 0

0
0

0 1
1

1
0

1 1 0 1

0
0

0

0
0

1

wt(𝐻) = 1 ⋅ 𝜖1 + 1 ⋅ 𝜖2 + 0 ⋅ 𝜖3 + 1 ⋅ 𝜖4

0
0

0
0 1

1
1

0
1 1 0 1

0
0

0

0
0

1

𝜑2(𝐻) = max(1 − 0, 0)
= 1

0
0

0
0 1

1
1

0
1 1 0 1

0
0

0

0
0

1

𝑓2−→
0

0
0

0 1
1

1
0

1 0 1 1

0
0

0

1
0

1

𝑈12 = 0, 𝑈22 = 1, 𝐾0 = {2},
𝑈22 ← 𝑈22 − 1, 𝑈23 ← 𝑈23 + 1. 15/42



Ψ𝜆 ∶ ℍ(𝜆) → ℍ(𝜇) × ℍ(Λ𝑘)（定義）
Proposition[N-S22]

𝜆 = ∑𝑖∈𝐼 𝑚𝑖Λ𝑖 ∈ 𝑃 +, 𝜈 = max{𝑖 ∈ 𝐼 ∣ 𝑚𝑖 ≠ 0} とする．
𝐻 = (𝜆, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) ∈ ℍ(𝜆) に対し，𝐻(𝑘) = (𝜆(𝑘), 𝜇(𝑘), 0, (𝑈 (𝑘)

𝑖𝑗 )𝑖<𝑗)
(𝑘 = 1, 2) を次のように定める．

𝜆(𝑘) = {𝜆 − Λ𝜈 𝑘 = 1,
Λ𝜈 𝑘 = 2,

𝑈 (2)
𝑖𝑗 = {1 𝑗 = min{𝑗 ∈ 𝐼 ∪ {𝑛} ∣ 𝑈𝑖𝑗 > 0},

0 else,
𝑈 (1)

𝑖𝑗 = 𝑈𝑖𝑗 − 𝑈 (2)
𝑖𝑗 ,

𝜇(𝑘)
𝑖 =

𝑖
∑
𝑙=1

𝑈 (𝑘)
𝑙𝑖 (𝑘 = 1, 2).

このとき，Ψ𝜆 ∶ ℍ(𝜆) → ℍ(𝜆(1)) × ℍ(𝜆(2)) を Ψ𝜆(𝐻) = 𝐻1 ⊗ 𝐻2 で定
めるとこれは単射． 16/42



Ψ𝜆 ∶ ℍ(𝜆) → ℍ(𝜇) × ℍ(Λ𝑘)（例）

Example

𝐻

0
0

0
0 3

2
1

0
2 3 1 0

1
0

0

0
0

0

↪−−−→

↪−−−→

𝐻1

0
0

0
0 2

1
0

0
1 2 0 0

1
0

0

0
0

0 ×

× 𝐻2

0
0

0
0 1

1
1

0
1 1 1 0

0
0

0

0
0

0
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Ψ∶ ℍ(𝜆) → ⨂𝑘 ℍ(Λ𝑘)（定義）

Definition [N-S22]
𝐻 ∈ ℍ(𝜆) に対し，

𝐻
Ψ𝜆−−→ 𝐻(1)

1 ⊗ 𝐻(1)
2

Ψ𝜆(11) ⊗1
−−−−−→ 𝐻(2)

1 ⊗ 𝐻(2)
2 ⊗ 𝐻(2)

3
Ψ𝜆(22) ⊗1⊗1
−−−−−−−→

⋯
Ψ𝜆(𝑁−1,𝑁−1) ⊗1⊗⋯⊗1
−−−−−−−−−−−−−→ 𝐻(𝑁)

1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐻(𝑁)
𝑁

とする．ここで，𝐻(𝑚)
𝑘 ∈ ℍ(𝜆(𝑚𝑘))．このとき，Ψ∶ ℍ(𝜆) → ⨂𝑘 ℍ(Λ𝑘)

を Ψ(𝐻) = 𝐻(𝑁)
1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐻(𝑁)

𝑁 で定める．
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Ψ∶ ℍ(𝜆) → ⨂𝑘 ℍ(Λ𝑘)（例）

Example

𝐻

0
0

0
0 3

2
1

0
2 3 1 0

1
0

0

0
0

0

↪−→

↪−→

𝐻1

0
0

0
0 1

0
0

0
0 1 0 0

1
0

0

0
0

0 ⊗

⊗ 𝐻2

0
0

0
0 1

1
0

0
1 1 0 0

0
0

0

0
0

0 ⊗

⊗ 𝐻3

0
0

0
0 1

1
1

0
1 1 1 0

0
0

0

0
0

0
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Ψ∶ ℍ(𝜆) → ⨂𝑘 ℍ(Λ𝑘)（アルゴリズム）

Input: 𝐻 = (𝜆, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) ∈ ℍ(𝜆)
Output: Ψ(𝐻)

1: 𝐻1 ⊗ 𝐻2 ∶= Ψ𝜆(𝐻)
2: 𝑁 = 2
3: while 𝐻1 ∉ ℍ(Λ𝑘) for any 𝑘 ∈ 𝐼 do
4: 𝐾1 ⊗ 𝐾2 ∶= Ψ𝜆(𝐻1)
5: 𝐻 ∶= 𝐾1 ⊗ 𝐾2 ⊗ 𝐻2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐻𝑁
6: 𝑁 = 𝑁 + 1
7: Rename 𝐻 as 𝐻 = 𝐻1 ⊗ 𝐻2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐻𝑁
8: return ⨂𝑘∈𝑁 𝐻𝑘
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ℍ(𝜆) の結晶構造（定義 1）

Definition [N-S22]
ℍ(𝜆) の結晶構造は Ψ が crystal morphism となるように定義する．

𝐻 𝑓𝑖𝐻

𝐻1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐻𝑁 𝑓𝑖(𝐻1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐻𝑁)

𝑓𝑖

Ψ

𝑓𝑖

Ψ−1

実際に計算する際には，Ψ−1 を計算する必要がある．
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Ψ−1（アルゴリズム）

Input: 𝐻 = 𝐻1 ⊗ 𝐻2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐻𝑁 ∈ ⨂𝑘 ℍ(Λ𝑘),
𝐻𝑘 = (𝜆(𝑘), 𝜇(𝑘), 0, (𝑈 (𝑘)

𝑖𝑗 )𝑖<𝑗) ∈ ℍ(𝜆(𝑘)).
Output: Ψ−1(𝐻) ∈ ℍ(𝜆)

1: for 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 do
2: 𝜆𝑖 ∶= ∑𝑁

𝑘=1 𝜆(𝑘)
𝑖

3: 𝜆 ∶= (𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛)
4: for 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 do
5: 𝜇𝑖 ∶= ∑𝑁

𝑘=1 𝜇(𝑘)
𝑖

6: 𝜇 ∶= (𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇𝑛)
7: for 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1 do
8: for 𝑗 = 𝑖 + 1, 𝑖 + 2, … , 𝑛 do
9: 𝑈𝑖𝑗 ∶= ∑𝑁

𝑘=1 𝑈 (𝑘)
𝑖𝑗

10: return (𝜆, 𝜇, (0𝑛), (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗)
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ℍ(𝜆) の結晶構造（定義 2）

Theorem [N-S22]
𝜆 = ∑𝑖∈𝐼 𝑚𝑖Λ𝑖，𝐻 ∈ ℍ(𝜆) とする．wt, 𝑓𝑗, 𝑒𝑗, 𝜑𝑗, 𝜀𝑗 (𝑗 ∈ 𝐼) は次の方
法で計算される．𝑗 ∈ 𝐼 を固定する.

• wt(𝐻) = ∑𝑖∈𝐼(𝜇𝑖 − 𝜇𝑖+1)Λ𝑖.

• 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑗} に対し,
𝜑(𝑘)

𝑗 (𝐻) = max{𝜑(𝑘−1)
𝑗 (𝐻) + 𝑈𝑘,𝑗 − 𝑈𝑘+1,𝑗+1, 0} とする. ここで

𝜑(0)
𝑗 = 0 とする. このとき，𝜑𝑗(𝐻) = 𝜑(𝑗)

𝑗 (𝐻).

• 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑗 + 1} に対し,
𝜀(𝑘)

𝑗 (𝐻) = max{𝜀(𝑘−1)
𝑗 (𝐻) + 𝑈𝑗+2−𝑘,𝑗+1 − 𝑈𝑗+1−𝑘,𝑗, 0} とする. こ

こで 𝜀(0)
𝑗 = 0 とする. このとき，𝜀𝑗(𝐻) = 𝜀(𝑗+1)

𝑗 (𝐻).
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ℍ(𝜆) の結晶構造（定義 2）

• 𝜑𝑗(𝐻) = 0 のとき，𝑓𝑗𝐻 = 0. 𝜑𝑗(𝐻) ≠ 0 のとき,

𝑘′ = min{𝑘 ∈ 𝐼 ∪ {𝑛} ∣ ∀𝑙 ≥ 𝑘, 𝜑(𝑙)
𝑗 (𝐻) > 0}.

とする．このとき，𝑓𝑗𝐻 = (𝜆, 𝜇′, 0, (𝑈 ′
𝑘𝑙)𝑘<𝑙) が成り立つ．ここで

𝜇′ = ∑
𝑘≠𝑗,𝑗+1

𝜇𝑘𝜖𝑘 + (𝜇𝑗 − 1)𝜖𝑗 + (𝜇𝑗+1 + 1)𝜖𝑗+1,

𝑈 ′
𝑘𝑙 =

⎧{{
⎨{{⎩

𝑈𝑘𝑙 − 1 if 𝑘 = 𝑘′, 𝑙 = 𝑗,
𝑈𝑘𝑙 + 1 if 𝑘 = 𝑘′, 𝑙 = 𝑗 + 1,
𝑈𝑘𝑙 else.
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ℍ(𝜆) の結晶構造（定義 2）

• 𝜀𝑗(𝐻) = 0 のとき，𝑒𝑗𝐻 = 0. 𝜀𝑗(𝐻) ≠ 0 のとき,

𝑘′ = min{𝑘 ∈ 𝐼 ∪ {𝑛} ∣ ∀𝑙 ≥ 𝑘, 𝜀(𝑙)
𝑗 (𝐻) > 0}.

とする．このとき，𝑒𝑗𝐻 = (𝜆, 𝜇′, 0, (𝑈 ′
𝑘𝑙)𝑘<𝑙) が成り立つ．ここで

𝜇′ = ∑
𝑘≠𝑗,𝑗+1

𝜇𝑘𝜖𝑘 + (𝜇𝑗 + 1)𝜖𝑗 + (𝜇𝑗+1 − 1)𝜖𝑗+1,

𝑈 ′
𝑘𝑙 =

⎧{{
⎨{{⎩

𝑈𝑘𝑙 + 1 if 𝑘 = 𝑗 + 2 − 𝑘′, 𝑙 = 𝑗,
𝑈𝑘𝑙 − 1 if 𝑘 = 𝑗 + 2 − 𝑘′, 𝑙 = 𝑗 + 1,
𝑈𝑘𝑙 else.
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ℍ(𝜆) の結晶構造（アルゴリズム 2）
Input: 𝐻 = (𝜆, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) ∈ ℍ(𝜆), 𝑖 ∈ 𝐼
Output: 𝑓𝑖𝐻

1: if 𝜑𝑖(𝐻) = 0 then
2: return 0
3: 𝐹 ≔ [0]
4: for 𝑘 = 1, 2, … , 𝑖 do
5: 𝐹 ≔ 𝐹.append(max(𝑈𝑘𝑖 − 𝑈𝑘+1,𝑖+1 + 𝐹[𝑘 − 1], 0))
6: 𝑘𝑓𝑖𝐻 ≔ 1
7: for 𝑘 = 𝑖, 𝑖 − 1, … , 1 do
8: if 𝐹[𝑘] < 0 then
9: 𝑘𝑓𝑖𝐻 ≔ 𝑘 − 1

10: break
11: 𝜇𝑖 ≔ 𝜇𝑖 − 1
12: 𝜇𝑖+1 ≔ 𝜇𝑖+1 + 1
13: 𝑈𝑘𝑓𝑖 ,𝑖 ≔ 𝑈𝑘𝑓𝑖 ,𝑖 − 1
14: 𝑈𝑘𝑓𝑖 ,𝑖+1 ≔ 𝑈𝑘𝑓𝑖 ,𝑖+1 + 1
15: return (𝜆, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) 26/42



アルゴリズムと実装
テンソル積分解



分解写像（定義）

Definition [N-S, submitted]

𝜆, 𝜇 ∈ 𝑃 + に対し，𝐻 ⊗ 𝐾 ∈ ℍ(𝜆) ⊗ ℍ(𝜇) とする. このとき
Θ(𝐻 ⊗ 𝐾) ≔ 𝜄(𝐻) ⊗ 𝜌𝑗𝜄(𝐻)

(𝐾) とする．
Theorem [N-S, submitted]
𝜆, 𝜇 ∈ 𝑃 + とする．𝑁 ≔ ∑𝑖∈𝐼 𝜆𝑖. 𝑀(𝜆, 𝜇) を ℍ(𝜆) ⊗ ℍ(𝜇) の最高ウェ
イトベクトル全体とする．

𝑃 +(𝜆, 𝜇) ≔ {𝜈 ∈ 𝑃 + ∣ ∃𝐻 ⊗ 𝐾 ∈ 𝑀(𝜆, 𝜇) s.t., 𝜈 = wt(𝐻 ⊗ 𝐾)}.

このとき，

Θ𝑁 ∶ ℍ(𝜆) ⊗ ℍ(𝜇) → ⨆
𝜈∈𝑃 +(𝜆,𝜇)

ℍ(𝜈)

は結晶の同型射．
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𝜄（定義）

Definition [N-S, submitted]

𝜆 ≔ ∑𝑘∈𝐼 𝜆𝑘𝜖𝑘 ∈ 𝑃 +. 𝑗𝜄(𝐻) ≔ min{𝑖 ∈ [𝑛] ∣ 𝑈ℓ(𝜆),𝑖 ≠ 0}. 𝐻 ∈ ℍ(𝜆) に
対し，𝜄(𝐻) = (𝜈, 𝜉, 0, (𝑉𝑖𝑗)𝑖<𝑗) を次で定める．

𝜈𝑘 = {𝜆𝑘 − 1 if 𝑘 = ℓ(𝜆),
𝜆𝑘 otherwise,

𝜉𝑘 = {𝜇𝑘 − 1 if 𝑘 = 𝑗𝜄(𝐻),
𝜇𝑘 otherwise,

𝑉𝑖𝑗 = {𝑈𝑖𝑗 − 1 if (𝑖, 𝑗) = (ℓ(𝜆), 𝑗𝜄(𝐻)),
𝑈𝑖𝑗 otherwise.
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𝜄（例）

Example

𝐻

0
0

0
0 6

4
2

0
3 4 1 4

2
0

1

1
2

1
𝜄⟶

𝜄(𝐻)

0
0

0
0 6

4
1

0
3 4 1 3

2
0

1

1
1

0

.

ℓ(𝜆) = 3, 𝑈33 = 0, 𝑈34 = 1, 𝑗𝜄(𝐻) = min{𝑖 = 3, 4 ∣ 𝑈3𝑖 ≠ 0} = 4.
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𝑝𝑖(𝐻)（定義）
Definition [N-S, submitted]
𝜆 ∈ 𝑃 + に対し，𝐻 = (𝜆, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) ∈ ℍ(𝜆) とする. 𝑎 ∈ [𝑛]. とす
る．(𝑖0, 𝑗0) = (0, 𝑎) とする. 𝑘 ≥ 1 に対し,

𝑖𝑘 = {𝑖𝑘−1 if 𝑘 ∈ 2ℤ>0,
𝑖𝑘−1 + 1 if 𝑘 ∈ 2ℤ>0 + 1,

𝑗𝑘 = {min{𝑗 ∈ [𝑗𝑘−1 + 1, 𝑛]ℤ ∣ 𝑈𝑖𝑘−1,𝑗 > 0} if 𝑘 ∈ 2ℤ>0,
𝑗𝑘−1 if 𝑘 ∈ 2ℤ>0 + 1.

とする．また

𝐽𝑘 ≔ {𝑗 ∈ [𝑗𝑘−1 + 1, 𝑛]ℤ ∣ 𝑈𝑖𝑘−1,𝑗 > 0},
𝑁 ≔ min{𝑘 ∈ ℤ≥0 ∣ 𝐽𝑘 = ∅}.

とする．このとき 𝑝𝑎(𝐻) を次で定める．

𝑝𝑎(𝐻) ≔ (𝑝𝑎,𝑘)𝑘=0,…,𝑁 ≔ ((𝑖𝑘, 𝑗𝑘))𝑘=0,…,𝑁 . 30/42



𝑝𝑖(𝐻)（例）

Example
𝔤 = 𝔰𝔩3, 𝐻 ∈ ℍ((6, 2, 1, 0)). 𝑝2(𝐻) は次の通り．

𝐻

0
0

0
0 6

2
1

0
3 4 2 0

2
1

0

0
0

0𝜈1

𝜈2

𝜈3

𝜈4 𝜆1

𝜆2

𝜆3

𝜆4
𝜇1 𝜇2 𝜇3 𝜇4

𝑈12

𝑈13

𝑈14

𝑈23

𝑈24

𝑈34

𝑝2(𝐻) = ((0, 2), (1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4))
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𝑝𝑖(𝐻)（アルゴリズム）
Input: 𝐻 = (𝜆, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) ∈ ℍ(𝜆), 𝑖 ∈ 𝐼
Output: 𝑝𝑖(𝐻)

1: 𝑝𝑖(𝐻) ≔ []
2: (𝑖0, 𝑗0) ≔ (0, 𝑎)
3: 𝑝𝑖(𝐻).append((𝑖0, 𝑗0))
4: 𝑘 = 1
5: while TRUE do
6: (𝑖𝑘, 𝑗𝑘) ≔ (𝑖𝑘−1 + 1, 𝑗𝑘−1) {Note that 𝑘 ∈ 2ℤ}
7: 𝑝𝑖(𝐻).append((𝑖𝑘, 𝑗𝑘))
8: 𝑘 ≔ 𝑘 + 1
9: 𝐽𝑘 ≔ {𝑗 ∈ [𝑗𝑘−1 + 1, 𝑛]ℤ ∣ 𝑈𝑖𝑘−1,𝑗 > 0}

10: if 𝐽𝑘 ≔ ∅ then
11: break
12: (𝑖𝑘, 𝑗𝑘) = (𝑖𝑘−1, min 𝐽𝑘) {Note that 𝑘 ∈ 2ℤ + 1}
13: 𝑝𝑖(𝐻).append((𝑖𝑘, 𝑗𝑘))
14: 𝑘 ≔ 𝑘 + 1
15: return 𝑝𝑖(𝐻) 32/42



𝜌𝑎（定義）
Definition [N-S, submitted]

𝜆 ∈ 𝑃 +, 𝐻 ∈ ℍ(𝜆) とする．𝑎 ∈ [𝑛] とする．𝑝𝑎(𝐻) = (𝑝𝑎,𝑚)𝑚=0,…,𝑁
とする．ここで 𝑝𝑎,𝑚 = (𝑖𝑚, 𝑗𝑚). 𝜌𝑎(𝐻) = (𝜈, 𝜉, 0, (𝑉𝑘𝑙)𝑘<𝑙) を次で定
める．

𝜈𝑘 =
⎧{{
⎨{{⎩

𝜆𝑘 + 1 if 𝑖𝑁 < 𝑛, 𝑘 = 𝑖𝑁 ,
𝜆𝑘 − 1 if 𝑖𝑁 = 𝑛, 𝑘 ≠ 𝑛,
𝜆𝑘 otherwise,

𝜉𝑘 =
⎧{{
⎨{{⎩

𝜇𝑘 + 1 if 𝑖𝑁 < 𝑛, 𝑘 = 𝑗0,
𝜇𝑘 − 1 if 𝑖𝑁 = 𝑛, 𝑘 ≠ 𝑗0,
𝜇𝑘 otherwise,

𝑉𝑘𝑙 =
⎧{{
⎨{{⎩

𝑈𝑘𝑙 − 1 if (𝑘, 𝑙) = 𝑝𝑎,𝑚 for some 𝑚 ∈ 2ℤ,
𝑈𝑘𝑙 + 1 if (𝑘, 𝑙) = 𝑝𝑎,𝑚 for some 𝑚 ∈ 2ℤ + 1,
𝑈𝑘𝑙 otherwise.

Lemma
𝜌𝑎 ∶ ℍ(𝜆) → ℍ(𝜈) が成り立つ．
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𝜌𝑎（例）

Example
𝔤 = 𝔰𝔩3, 𝐻 ∈ ℍ((3, 2, 1, 0)).

𝐻

0
0

0
0 6

2
1

0
3 4 2 0

2
1

0

0
0

0
↦

𝜌2

𝜌2(𝐻)

0
0

0
0 6

3
1

0
3 5 2 0

3
0

0

1
0

0
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𝜌𝑎（アルゴリズム）

Input: 𝐻 = (𝜆, 𝜇, 0, (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗) ∈ ℍ(𝜆), 𝑎 ∈ 𝐼
Output: 𝜌𝑎(𝐻)

1: 𝑝𝑖(𝐻) ≔ ((𝑖𝑘, 𝑗𝑘))𝑘=1,…,𝑁
2: 𝛼 ≔ 𝜆
3: 𝛼𝑖𝑁

≔ 𝜆𝑖𝑁
+ 1

4: 𝛽 ≔ 𝜇
5: 𝛽𝑗0

≔ 𝜆𝑗0
+ 1

6: (𝑉𝑖𝑗)𝑖<𝑗 ≔ (𝑈𝑖𝑗)𝑖<𝑗
7: for 𝑘 = 1, … , 𝑁 do
8: if 𝑘 ∈ 2ℤ then
9: 𝑉𝑖𝑘,𝑗𝑘

≔ 𝑉𝑖𝑘,𝑗𝑘
+ 1

10: if 𝑘 ∈ 2ℤ + 1 then
11: 𝑈𝑖𝑘,𝑗𝑘

≔ 𝑉𝑖𝑘,𝑗𝑘
− 1

12: return 𝜌𝑖(𝐻)
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分解写像（アルゴリズム）

Input: 𝐻1 ⊗ 𝐻2 ∈ ℍ(𝜆) ⊗ ℍ(𝜇)
Output: Θ(𝐻1 ⊗ 𝐻2)

1: 𝐾1 ≔ 𝜄(𝐻1)
2: 𝑗𝜄(𝐻) ≔ min{𝑖 ∈ [𝑛] ∣ 𝑈ℓ(𝜆),𝑖 ≠ 0}
3: 𝐾2 ≔ 𝜌𝑗𝜄(𝐻2)
4: if ∑𝑘 𝜆𝑘 > 1 then
5: return 𝐾1 ⊗ 𝐾2
6: else
7: return 𝐾2
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デモ

デモをします．実装は [N].
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まとめ



まとめ
結果

• K-hive 上の結晶構造を計算するアルゴリズムを与えた．
• K-hive によるテンソル積分解を計算するアルゴリズムを与えた．
• 上記のアルゴリズムを Python パッケージとして実装した．

応用
• 表現論上の問題に対する K-hive の組合せ論からの計算環境の提
供．

• 𝑉 (𝜆) ⊗ 𝑉 (𝜇) のテンソル積分解が K-hive の組合せ論として計算
可能．

今後の課題
• K-hive 上の Robinson-Shensted 対応の構成
• そのアルゴリズム化と実装
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